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Clasa a XlI-a

1. Determinati a,beR stiind ca:

X—>0

Iim(«/xz+2x+2+x/x2+x+1—ax—b):0.

R.M.C. Nr. 1/2013-2014

2. Fie A € M5(R) astfel incat A = — ‘A, iar S, reprezintd suma
elementelor matricei A", n € N*. Sa se arate ca Syg14 < 0.

Prof. Luminita Popescu, Craiova
Prof. Moanta Cristian, Craiova

3. Fie A BeM,(R) astfel incat det A,detB e N . Aratati ca:
det(A® +B”)+det(AB+BA)> 4.

Prof. Dan Secleman, Craiova

4. Fie sirul (x,, ), > dat prin conditiille x; = 1, x,_1 = 1x_—’;, (V)n €N,

n = 2. Sa se calculeze: Iim(ln X, +Lin n!j.

n—oo n

Prof. Cristian Moanta, Craiova

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a Xl-a:

1. Notand cu L limita din enunt, avem:

X0 X X X X

Atunci: L= Iim(«/xz+2x+2—x+\/x2+x+1—x—b):

X—00

lim x[\/1+g+£ +\/1+1+i2—a—9J: o(2—a). Cum L=0, obtinem: a=2.
X

=-b+l+==-b+—.
2 2

. 2X+2 X+1 1 3
=—bh+Ilim

+

U +2x424x VX +x+1+x
. 3
Deci: L=0< a=2, b:?

2. Din egalitatea A = — 'A deducem ci existd a,b,c € R astfel incat

0 a b
A=|l—-a 0 c|.
—-b —c 0

—a? — b? —bc ac
Prin calcul se obtine: A% = —bc —a? — c? —ab |,
ac —ab —b?% — 2
A3 = —(a® + b* +¢?) - A.
Deci A"*2 = —q - A"
sau

—)k . —
An:{( Q)< A, n=2k+1 (V)neN,

(—a)k1- 42, n =2k
unde a = (a? + b? + c?). Din aceasti relatie obtinem:
Spiz = —a-S,, Vn€N* sau Syp14 = (—a)'%% -5, Dar
S,=—-2-(a*+b*+c*+ab+bc—ac) =
=—[(a+b)?>+B+c)+(@a—-c)?]<0,a,bc€ERsi

a=(a?+bh?+c?) = 0= S,p14 < 0 cu egalitate daci si numai daca
a=c=—b.

3. Prin calcul direct avem ca, pentru orice X,Y € M, (R) exista egalitatea:



det(X +Y)+det(X —Y)=2(det X +detY). Inlocuim X = A>+B?, Y = AB+BA si

det((A+ B)2)+det((A— B)Z)
- -

obtinem: olet(A2 +B? ) +det(AB+BA) =

(det(A+ B))2 +(det (A- B))2

i €y

Folosind relatia o® + ° > %(a +ﬂ)2 , (V)a, peR, din egalitatea (1) se obtine:

(det(A+B)+det(A-B))’
4

det( A +B”)+det(AB+BA) > = (det A+detB)’.

Cum detAeN', detBe N, rezultd ca det A>1, detB>1, de unde obtinem
concluzia.

1

: 9 .1
4. Relatia de recurenta se scrie: —= +1, (V)ne€N, n=2.Cum

n Xn—-1

x; = 1> 0, prin inductie concluzionamca x,, > 0, (V)n € N, n > 1. Din
L= 11, (V)k €N, k= 2, dand valori lui k, obtinem:

Xl Xk—1

11 1. . .
—=—+n-1 & x, =~ Limita din enunt se scrie:

Xn X1
. 1 : 1 1 . 1,
lim <1nxn +—-1nn!> = lim (ln—+—-1nn!> = lim <1n—- W) -
n—oo n n—-oo n n n—-oo n
n | n!
= In lim |—.
n-o Nt
Folosind criteriul raportului obtinem lim,, _,, " nnT' = % . Concluzie:

lim,, (lnxn +%-lnn!) = ln% = —1.



Barem de corectare

Clasa a XlI-a
Problema 1 Oficiu 1p
Determinarea a =2 4p
Determinarea b = 3/2 4p
Concluzie: a=2, b=3/2 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
0 a b
Determinarea matricei: A= —-a 0 ¢ 2p
- - - _b _C 0
Determinarea matricei: 1p
—a? — b? —bc ac
A% = —bc —a? —c? —ab
ac —ab —b?% —¢? 1p
A3 =—(a®*+b*>+c?)-A
(—a)k - 4, n=2k+1 1p
A" = { , Vn €N,
(—a)<t- 42, n=2k’ "
Sp014 = (—a)1%% - S,. 2p
S, =—=[(@a+b)?+Bb+c)+(@—c)?*]<0,a,b,ceR 1p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Deducerea identitatii:
det(X +Y)+det(X —Y)=2(det X +detY),(V) X,Y e M,(R) 2p
det(A+B))’ +(det(A-B))’
det(A2+Bz)+det(AB+BA)= (cet(A+B) er( al ) 2P
det(A”+B?)+det(AB+BA) > (det A+det B)’ 3p
Finalizare 2p
TOTAL 10p



Problema 4 Oficiu 1p

Rescrierearelatiei de recurenta: xl = - L+ 1, VvneN, n=>2. 1p
n n—1
Demonstrarea: x, >0, VneN, n>1 )
_1 P
Xp =~ 2
_ 1 . n|n!
lim <1nxn +—- lnn!) = Inlim [—. 2p
n—oo n n—-oo n
. L .l 1
Aplicarea criteriului raportului: lim |— = —
n-o Nt e 2p
Finalizare 1p

TOTAL 10p



